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План

1) Электростатическое взаимодействие макрочастицы конечно-
го размера с точечным зарядом в равновесной плазме

2) Электростатическое взаимодействие двух заряженных макро-
частиц в вакууме
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Геометрия взаимодействия точечного заряда с
макрочастицей
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В равновесной плазме потенциал определяется линеазирован-
ным уравнением Пуассона-Больцмана

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂φ

∂θ

)
− k2

Dφ = 0

Для точечного заряда решением является дебаевский потенциал:

φ2(r2) =
eq2

r2
e−kDr2

Потенциал макрочастицы определяется из уравнения:

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ1

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂φ1

∂θ

)
− k2

Dφ1 = 0
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Общее решение, обращающееся в нуль на бесконечности, имеет
вид:

φ1 (r, θ) =
∞∑
n=0

AnPn (cos θ)
K
n+1

2
(kDr)

√
r

Коэффициенты An определяются граничными условиями:

φ (r, θ) |r=a1 = (φ1 + φ2) |r=a1 = φ0;∮
S
σa2

1dΩ = −1
2

π∫
0

∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=a1

a2
1 sin θdθ = eq1
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Формула сложения Макдональда

exp(−kDr2)
r2

=
∞∑
n=0

(2n+ 1)Pn(cos θ)
I
n+1

2
(kDr)Kn+1

2
(kDR)

√
rR

Коэффициенты разложения:

A0 =
eq1

kDa1
√
a1K3

2
(kDa1)

+
eq2K1

2
(kDR)

√
R

I3
2
(kDa1)

K3
2
(kDa1)

,

An = − (2n+ 1)
eq2Kn+1

2
(kDR)

√
R

I
n+1

2
(kDa1)

K
n+1

2
(kDa1)

, n ≥ 1
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Потенциал поверхности макрочастицы

φ0 =
1

1 + kDa1

[
eq1

a1
+
eq2

R
e−kD(R−a1)

]

Монопольный член

φ1,0 (r,R) =
eq1

(1 + kDa1)

e−kD(r−a1)

r
+

+
eq2

r

e−kD(R+r)

2kDR

[
1−

1− kDa1

1 + kDa1
e2kDa1

]
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Потенциальная или свободная энергия взаимодействия

F = eq2φ1
∣∣∣r=R
θ=0

В пылевой плазме обычно kDa1 � 1,

поэтому

F =
e2q1q2

R
e−kDR

(
1 + 1

2k
2
Da

2
1

)
+ 1

3k
2
Da

3
1

e2q22
R2

e−2kDR−

−
2e2q22
πR

∞∑
n=1

K2

n+1
2
(kDR)

(kDa1)2n+1

[(2n− 1)!!]2
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При kDR� 1 на больших межчастичных расстояниях

FD =
e2q1q2

R
e−kDR

(
1 + 1

2k
2
Da

2
1

)

При kDR � 1 на малых расстояниях между макрочастицей и то-
чечным зарядом

F =
e2q1q2

R
e−kDR

(
1 + 1

2kDa
2
1

)
−

−
e2q22
R

a1

R

a2
1

R2 − a2
1

При kD = 0 это выражение переходит в

Wvac =
e2q1q2

R
−
e2q22
R2

a3
1

R2 − a2
1
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Зависимость потенциальной энергии взаимодействия
макрочастицы с точечным зарядом
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Взаимодействие двух макрочастиц конечного размера
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Уравнение Лапласа в бисферических координатах

4φ =
(ch ξ − cos η)3

a2

[
∂

∂ξ

(
1

ch ξ − cos η

∂φ

∂ξ

)
+

+
1

sin η

∂

∂η

(
sin η

ch ξ − cos η

∂φ

∂η

)
+

1

sin2 η (ch ξ − cos η)

∂2φ

∂α2

]
= 0

Подстановкой φ = ψ
√

ch ξ − cos η уравнение Лапласа “разделяет-
ся”. Решение имеет вид:

ψ (ξ, η) =
∞∑
`=0

[
A` ch

(
`+ 1

2

)
ξ+B` sh

(
`+ 1

2

)
ξ
]
P` (cos η)
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Коэффициенты разложения

A` =
1

sh
(
`+ 1

2

)
(ξ1 + ξ2)

×

×
[
φ1e

−
(
`+1

2

)
ξ1 sh

(
`+ 1

2

)
ξ2 + φ2e

−
(
`+1

2

)
ξ2 sh

(
`+ 1

2

)
ξ1

]

B` =
1

sh
(
`+ 1

2

)
(ξ1 + ξ2)

×

×
[
φ1e

−
(
`+1

2

)
ξ1 ch

(
`+ 1

2

)
ξ2 − φ2e

−
(
`+1

2

)
ξ2 ch

(
`+ 1

2

)
ξ1

]
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Плотность поверхностного заряда

σ1 (η) = −
1

4π

∂φ

∂n

∣∣∣∣
ξ=ξ1

=
1

4πhξ

∂φ

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ=ξ1

σ2 (η) = −
1

4π

∂φ

∂n

∣∣∣∣
ξ=−ξ2

= −
1

4πhξ

∂φ

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ=−ξ2
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Интегрируя по поверхности каждой из макрочастиц, находим их
заряды:

q1 = 1
2a1φ1 + a

∞∑
`=0

e
−
(
`+1

2

)
ξ1

sh
(
`+ 1

2

)
(ξ1 + ξ2)

×

×
[
φ1e

−
(
`+1

2

)
ξ1 ch

(
`+ 1

2

)
(ξ1 + ξ2)− φ2e

−
(
`+1

2

)
ξ2
]

q2 = 1
2a2φ2 + a

∞∑
`=0

e
−
(
`+1

2

)
ξ2

sh
(
`+ 1

2

)
(ξ1 + ξ2)

×

×
[
φ2e

−
(
`+1

2

)
ξ2 ch

(
`+ 1

2

)
(ξ1 + ξ2)− φ1e

−
(
`+1

2

)
ξ1
]
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Отсюда определим емкостные коэффициенты:

c11 = 1
2a1 + a

∞∑
`=0

e−(2`+1)ξ1cth
(
`+ 1

2

)
(ξ1 + ξ2)

c22 = 1
2a2 + a

∞∑
`=0

e−(2`+1)ξ2cth
(
`+ 1

2

)
(ξ1 + ξ2)

c12 = c21 = −a
∞∑
`=0

e
−
(
`+1

2

)
(ξ1+ξ2)

sh
(
`+ 1

2

)
(ξ1 + ξ2)
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Потенциальные коэффициенты:

s11 =
c22

c11c22 − c212

s12 = −
c12

c11c22 − c212

s22 =
c11

c11c22 − c212

Электростатическая энергия системы двух макрочастиц

W = 1
2c11φ

2
1 + c12φ1φ2 + 1

2c22φ
2
2 =

= 1
2s11q

2
1 + s12q1q2 + 1

2s22q
2
2
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Зависимость энергии двух макрочастиц одного размера
от расстояния между их поверхностями
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К единице поверхности проводника в электростатическом поле
приложена сила

f1suf = T1n =
E2

1

8π
n = 1

2σ1E1

Поэтому для определения z-составляющей удельной силы имеем:

fz1 = 1
2σ1E1 cos θ ≡ 1

2σ1E1
ch ξ1 cos η − 1

ch ξ1 − cos η

Далее расчеты проведены для одинаковых частиц a1 = a2 = 10µm
и макрочастиц разного радиуса a1 = 10µm, a2 = 1µm

при eφi0 ' 3Te, eqi0 = φi0ai, i = 1,2, Te = 1 eV
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Зависимость силы взаимодействия двух макрочастиц от L

Точки получены дифференцированием энергии взаимодействия
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Потенциальная энергия взаимодействия

при постоянных зарядах:

Fq = 1
2s11q

2
10 + s12q10q20 + 1

2s22q
2
20−

− 1
2(q

2
10/a1 + q220/a2)

при постоянных потенциалах:

Fφ = 1
2c11φ

2
10 + c12φ10φ20 + 1

2c22φ
2
20−

− (q1 − q10)φ10 − (q2 − q20)φ20−
− 1

2(φ
2
10a1 + φ2

20a2)
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Потенциальная энергия взаимодействия двух макрочастиц
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Заряды и потенциалы поверхности макрочастиц в зависимости
от L
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Выводы

1. Потенциал Юкавы с поправкой на размер макрочастиц явля-
ется хорошим приближением вплоть до расстояний порядка
нескольких радиусов макрочастиц.

2. В случае постоянного потенциала поверхности макрочастиц,
энергия электрического поля не является потенциальной энер-
гией взаимодействия. Необходим учет работы внешнего ис-
точника, поддерживающего потенциалы макрочастиц посто-
янными.
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